
Du billard à la 
combinatoire...



1. Boules aléatoires



Points aléatoires dans le tore
La probabilité d’une configuration 
aléatoire de N points (x1,…, xN) est 
donnée par la  mesure uniforme.

Si on note
AN = {(x1,…, xN) /pour tout i, ai <xi<ai +dai}
Alors P(AN) = da1 da2 …. daN

x1 x3

x2
x4

Le nombre de points N peut être aussi 
aléatoire.

On considère le cas où N est donné par une 
loi de Poisson

P(N= n) = e-µ . µn / n!

Le nombre N de particules peut fluctuer mais 
sa moyenne µ est fixée. Une fois que N est 
choisi, la distribution de configurations est 
donnée par la mesure uniforme.

En physique statistique, on parle alors 
d’ensemble grand canonique.



Boules aléatoires dans le tore
Une configuration de N boules est 
caractérisée par leurs centres (x1,…, xN) 
qui sont N points du tore comme 
précédemment.

La différence majeure est que les boules 
ne peuvent pas se superposer.
Ceci impose de fortes « contraintes 
d’exclusion» sur les centres.

Une configuration 
non admissible

La loi de probabilité dans l’ensemble 
canonique est donnée par

Dans l’ensemble grand canonique, on a 
une formule similaire pour la 
distribution

La constante de normalisation ZN (resp. 
Zµ) est appelée fonction de partition. 
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Scalings
Le comportement de la densité de probabilité dépend fortement des tailles relatives 
des paramètres N (or µ) et e.

Le volume de chaque particule est Cd.ed où Cd est
Le volume de la boule unité en dimension d. 

- Si N.Cd.ed est plus grand que 1, l’ensemble des 
configurations admissibles est vide!

- Si N.Cd.ed est de l’ordre de (mais plus petit que) 1, 
on a un problème de conditionnement.

- SI N.Cd.ed est beaucoup plus petit que 1, on a un régime dilué:
La contrainte d’exclusion est faible, et on s’attend à ce que 
la densité de probabilité se comporte presque comme la mesure uniforme. 
=> Cette intuition est-elle correcte?



2. Clusters



Développement de l’exclusion
En régime dilué, on s’attend à ce que l’exclusion soit une « petite » correction.
Il est donc naturel d’écrire

L’exclusion totale peut alors se développer comme suit

Mais ce n’est pas un bon développement car certaines conditions de petitesse 
sont redondantes (par exemple  si i1 =i2, i3 = j1, j2 = j3) et ce n’est pas vrai que
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Développement en clusters
Un meilleur ordonnancement des termes est obtenu en développant le 
logarithme de la fonction de partition grand canonique

où le cumulant d’ordre n est défini par

avec Cn l’ensemble des graphes connexes de sommets 1,2,…, n, E(G) l’ensemble 
des arêtes d’un tel graphe G.

NB : dans cette représentation, la taille du cumulant d’ordre n est exactement 
O(ed(n-1)), car on peut construire une chaîne de n contraintes « indépendantes ».
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Repésentation en graphes
Par définition,

En décomposant chaque graphe G en k composantes connexes,
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3. Arbres



La « tree inequality »
Pour donner un sens au développement en séries, il faut contrôler la croissance 
des cumulants en n. La « tree inequality » de Penrose donne

où Tn est l’ensemble des graphes minimalement connexes (i.e. des arbres).

La cardinalité de Tn est donnée par la formule de Cayley (qui peut être montrée 
par récurrence)

La formule de Stirling montre que

=> La série des cumulants est absolument convergente dès que µed <<1

20 CHAPTER 2. COMBINATORICS ON CONNECTED CLUSTERS

The procedure ends obviously with a unique tree T 2 Tn. In order to characterize R(T ), we then have
to investigate which edges of G have been discarded. Denote by d(i) the graph distance of the vertex i
to the root (which is just its generation). Let {i, j} 2 E(G)\E(T ) and assume without loss of generality
that d(i)  d(j). By construction d(j)  d(i) + 1. Furthermore, if d(j) = d(i) + 1, the parent i0 of j
in the tree is such that i0 < i. Therefore E(G) \ E(T ) is a subset of the set E0(T ) consisting of edges
within a generation (d(i) = d(j)), and of edges towards a younger uncle (d(j) = d(i) + 1 and i0 < i).
Conversely, we can check that any graph satisfying E(T ) ⇢ G ⇢ E(T ) [ E0(T ) belongs to ⇡�1({T}).
We therefore define R(T ) as the graph with edges E(T ) [ E0(T ).

The last step is to exploit the non trivial cancellations between graphs associated with the same tree.
There holds, with the above notation,
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The conclusion follows from the fact that (1� 1⌘i⇠⌘j
) 2 [0, 1]. The proposition is proved.

2.4. Number of minimally connected graphs

The following classical result will be used in Chapter 8.

Lemma 2.4.1. — The cardinality of the set of minimally connected graphs on n vertices with degrees

(number of edges per vertex) of the vertices 1, . . . , n fixed respectively at the values d1, . . . , dn is
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The lemma can be proved by induction. For n = 2 the result is trivial, so we suppose to have proved it
for the set T d1,...,dn
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n+1 := {T 2 Tn+1 | d1(T ) = d1, . . . , dn+1(T ) = dn+1}. Since there is always at least
one vertex of degree 1, we can assume without loss of generality that dn+1 = 1. Notice that, if the
vertex n + 1 is linked to the vertex j, then necessarily dj � 2. We therefore compute the number of
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Le schéma de partition en arbres
On définit un schéma de partition en arbres, i.e. une projection p : Cn -> Tn telle 
que pour tout arbre T,

Soit G un graphe connexe avec n sommets, 
On définit son image de façon récursive :
- On fixe la racine, par exemple 1
- La première génération de T est l’ensemble 
de tous les sommets connectés à 1, notés t1,1,…, t1,r1
- La seconde génération est l’ensemble de tous les
sommets connectés à la première génération sans 
être déjà dans l’arbre, notés t2,1,…, t2,r2
On garde seulement l’arête connectant
t2,r et t1,r’ pour le plus petit r’ possible.
- Les générations suivantes sont construites de la même façon…
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Definition 2.3.2. — Let V be a set of vertices and E ⇢
�
{v, w}, v, w 2 V , v 6= w

 
a set of edges.

The pair G = (V,E) is called a graph (undirected, no self-edge, no multiple edge). Given a graph G
we denote by E(G) the set of all edges in G. The graph is said connected if for all v, w 2 V , v 6= w,
there exist v0 = v, v1, v2, . . . , vn = w such that {vi�1, vi} 2 E for all i = 1, . . . , n.

We denote by CV the set of connected graphs with V as vertices, and by Cn the set of connected graphs

with n vertices when V = {1, . . . , n}. A minimally connected, or tree graph, is a connected graph

with n�1 edges. We denote by TV the set of minimally connected graphs with V as vertices, and by Tn
the set of minimally connected graphs with n vertices when V = {1, . . . , n}.

Finally, the union of two graphs G1 = (V1, E1) and G2 = (V2, E2) is G1 [G2 = (V1 [ V2, E1 [ E2).

The following result was originally derived by Penrose [32].
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Furthermore, one has the following “tree inequality”
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By identification with the formula (2.2.1), we therefore deduce that
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The second step is to compare connected graphs and trees, defining a tree partition scheme, i.e. a
map ⇡ : Cn ! Tn such that for any T 2 Tn, there is a graph R(T ) 2 Cn satisfying

⇡�1({T}) =
�
G 2 Cn /E(T ) ⇢ E(G) ⇢ E(R(T ))

 
.

Penrose’s partition scheme is obtained in the following way. Given a graph G, we define its image T
iteratively starting from the root 1

— the first generation of T consists of all i such that {1, i} 2 G; these vertices are labeled in
increasing order t1,1, . . . , t1,r1 .

— the `-th generation consists of all i which are not already in the tree, and such that {t`�1,j , i}
belongs to E(G) for some j 2 {1, . . . , r`�1}; these vertices are labeled in increasing order
of j = 1, . . . , r`�1, then increasing order of i.
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Pour caractériser R(T), on doit étudier les arêtes de G qui ont été écartées.
Soit {i,j} une telle arête.
Sans perte de généralité, on peut supposer 

Par construction, 
(sinon on aurait gardé l’arête {i,j}.)

Si , alors le  parent i’ de j
dans l’arbre est tel que i’<i.

Donc                          est un  sous-ensemble de 
- Arêtes à l’intérieur d’une génération
- Arêtes vers un oncle plus jeune

Inversement tout graphe tel que
Appartient à                   . Donc R(T) est le graphe d’arêtes
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The procedure ends obviously with a unique tree T 2 Tn. In order to characterize R(T ), we then have
to investigate which edges of G have been discarded. Denote by d(i) the graph distance of the vertex i
to the root (which is just its generation). Let {i, j} 2 E(G)\E(T ) and assume without loss of generality
that d(i)  d(j). By construction d(j)  d(i) + 1. Furthermore, if d(j) = d(i) + 1, the parent i0 of j
in the tree is such that i0 < i. Therefore E(G) \ E(T ) is a subset of the set E0(T ) consisting of edges
within a generation (d(i) = d(j)), and of edges towards a younger uncle (d(j) = d(i) + 1 and i0 < i).
Conversely, we can check that any graph satisfying E(T ) ⇢ G ⇢ E(T ) [ E0(T ) belongs to ⇡�1({T}).
We therefore define R(T ) as the graph with edges E(T ) [ E0(T ).

The last step is to exploit the non trivial cancellations between graphs associated with the same tree.
There holds, with the above notation,
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The conclusion follows from the fact that (1� 1⌘i⇠⌘j
) 2 [0, 1]. The proposition is proved.

2.4. Number of minimally connected graphs

The following classical result will be used in Chapter 8.

Lemma 2.4.1. — The cardinality of the set of minimally connected graphs on n vertices with degrees

(number of edges per vertex) of the vertices 1, . . . , n fixed respectively at the values d1, . . . , dn is

(2.4.1)
���
n
T 2 Tn

��� d1(T ) = d1, . . . , dn(T ) = dn
o��� =

(n� 2)!Qn
i=1(di � 1)!

·

Proof. — We notice preliminarily that this implies Cayley’s formula |Tn| = nn�2. Indeed the graph is
minimal, so there are exactly n � 1 edges hence (each edge has two vertices) the sum of the degrees
has to be equal to 2n� 2. Thus

|Tn| =
X

d1,...,dn

1din�1P
i
di=2(n�1)

(n� 2)!Qn
i=1(di � 1)!

=
X

d1,...,dn

0din�2P
i
di=n�2

(n� 2)!Qn
i=1 di!

=

 
nX

i=1

1

!n�2

.

The lemma can be proved by induction. For n = 2 the result is trivial, so we suppose to have proved it
for the set T d1,...,dn

n := {T 2 Tn | d1(T ) = d1, . . . , dn(T ) = dn}, for arbitrary d1, . . . , dn, and consider

the set T d1,...,dn+1

n+1 := {T 2 Tn+1 | d1(T ) = d1, . . . , dn+1(T ) = dn+1}. Since there is always at least
one vertex of degree 1, we can assume without loss of generality that dn+1 = 1. Notice that, if the
vertex n + 1 is linked to the vertex j, then necessarily dj � 2. We therefore compute the number of
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Annulations

La partition de graphes G selon leurs projections p(G) est la clé pour contrôler les 
cumulants.

La conclusion vient du fait que (1- 1i~j ) est plus petit que 1!
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4. Boules et billard



Distribution des boules aléatoires

De l’identité

On déduit que même pour des gaz très dilués, la densité de probabilité des boules 
aléatoires est très singulière. La mesure de son support est négligeable comparée à la 
mesure analogue pour les points aléatoires!

L’analyticité par rapport au paramètre de dilution semble être perdue pour  µed = 1/e, 
ce qui correspond sans doute à une transition de phase.
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Décroissance des corrélations
Les développements en clusters combinés avec la « tree inequality » donnent en 
fait beaucoup plus d’informations sur la distribution.
Par exemple, on montre que les corrélations  décroissent exponentiellement

Cette expression fait intervenir une somme sur des arbres arbitrairement grands 
connectant  x1 et x2. Un tel arbre peut se décomposer en une ligne de m+1 arêtes 
qui connectent  x1 et x2, et (m+2) arbres enracinés sur chacun de ces sommets. En 
prenant en compte les facteurs combinatoriaux, on obtient

La contribution dominante est (µed)m avec m+1 >|x1-x2|/e
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Boules en mouvement 

Après collision

• Définie pour presque toutes 
les configurations initiales

• Satisfait la récurrence de 
Poincaré sur des temps très 
longs

• Fortement instable donc 
difficile à prédire

La dynamique combine du 
transport libre et des 
collisions élastiques.



Corrélations dynamiques
La mesure de Gibbs

est invariante sous la dynamique.

Dans le scaling de Boltzmann-Grad

pour une donnée initiale de la forme

Lanford a montré que pour des temps 
courts, la mesure empirique

converge vers la solution de l’équation 
de Boltzmann.

Proche de l’équilibre, on peut étudier les 
fluctuations de la mesure empirique

Une série de travaux récents avec T. 
Bodineau, I. Gallagher and Sergio 
Simonella montre que dans la limite de 
Boltzmann-Grad limit, le champ de 
fluctuations converge
- Globalement en temps
- Vers un champ gaussien
- Avec une covariance régie par 

l’équation de Boltzmann linéarisée
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